
PRINCIPI DE SIMETRÍA DE SCHWARZ. 

METODE AL TERNA T . REPRESENTACIÓ 

CONFORME DE RECINTES LIMITATS 

PER CURVES ANALÍTIQUES 

I. ENUNCIAT I DEMOSTRACIÓ DEL PRINCIPI DE SIMETRÍA 

Sigui H, un recinto simetric respecte de l'eix de les .x, 
cssent wi segment d'aquest que conté O interior a H,. Sigui 
w = f (z) la funció que transforma !'interior de H, en C,,, 
essent /(o) =o i /'(o)=a>o. Establim ara la corresponden
cia següent: si z i w són dos punts homólegs en !'anterior, 
al punt z simetric del z respectes de l'eix .x, li assignem 
el punt w simetric del w. Aquesta nova corresponden
cia entre H. i e,. és evidentment continua, biunívoca i 
conforme. En :lla l 'origen es correspon i la dilatació en ell 
es comen la primera correspondencia donada . Ara dones, 
coro que dues representacions conformes no poden existir 
d'aquesta manera, les dues són identiques. Es a dir, si 
w=/(z) necessariament w=/fz). Aquesta conseqüencia es 
tradueix del següent modo: 

A dos punts simetrics respecte de l'ei.x x corresponen 
en la representació con/ orme damunt del cercle punts igual
ment simetrics respecte de l'ei:x real. En particular, es 
corresponen els segments d'aquests eixos que contenen els 
recintes. Per tant, a la meitat superior de H. correspon un 
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dels dos semicercles, i l'altre a la meitat inferior biunívo
cament i continuament. 

D'aquestes consideracions es dedueix que els coeficients 
del desenrotllament de la funció w en serie de poten
cies de z són necessariament reals, puix no d'altra ma
nera a valors reals de z correspondrían sempre valors 
reals de w. 

Aquest principi de simetría facilita i simplifica en alguns 
casos l'aproximació de polinomis de que s'ha fet esment 
a l'exposar el teorema de Bieberbach. En efecte: si hi ha 
dos eixos de simetría, v. g., el de les xi el de les y, hi ha 
centre de simetría, de manera que, en canviar el signo de 
z ha de canviar el de w; per tant, els coeficients de totes 
les potencies parells són nuls. Si el nombre d'eixos de 
de simetría arriba a 4, per a z=zi, w=wi; els desenrotlla
ments, dones, contenen sols potencies de la forma 4n+ r 
essent n=o, 1, 2 ... . ; etc. 

2 . R EFLEXIÓ RESPECTE o'uN SEGMENT 

Sigui g un recinte en el contorn del qual es presenta el 
segment rectilini AB (fig. 12), i de tal manera que tot el 

Fig. ,. 

recinte estigui a un costat de la recta definida per aquest 
segment. Sigui w = f(z) la funció que transformi !'interior 
de gen Cw. 
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Teorema I." La junció f és defiñida i és regular en et 
segment AB ( excloent els extrems) i transforma AB en un 
are AB de Cw d'una manera continua i conforme al tlarg 
del segment. 

Teorema 2. 6" Aquesta junció es pot prolongar analíti
cament a través de dit segment rectilini de manera que g 
súnetric de g respecte d'ell (suposat en l'eix x) tingui per 

transformat hw essent aquest exterior a C,,, , i de tal manera, 
que a pu1Us simetrics respecte de l'eix x en el pla de les z 
corresponen punts simétrics respecte de l' are AB (anome
nant així els conjugats respecte de C,,,). 

Per a demostrar uns teoremes tan importants suposem 
primer que g és un semicercle. La funció que el transforma 
en Cw és una funció definida en tot el pla de la variable 
i particularment en el semicercle g (V. 2.ª Conf.). La na
turalesa d 'aquesta transformació es tal, que, aplicada a g, 
dóna efectivament per transformat l'espai 7i exterior a c .. 
i tot parell de punts simetrics l'un en g i l'altre en g t é 
per corresponent un parell de punts conjugats en C"'. Es 
passava, en efecte, del semicercle a C,v, r.er per la trans-

2 
formació per radis vectors recíprocs z' =-;; el quadrant 

que s'obté d'a questa manera és simetric del quadrant que 
dóna el semicercle simetric del primer. Del quadrant es 
passa al semipla per la transformació z" = z' 2 i aquesta 
transformació conserva la simetría dels semiplans trans
formats dels quadrants anteriors. Finalment, del semipla 
es passa al cercle per una transformació linial que trans
forma punts conjugats en punts conjugats. 

Resulten així demostrats als dos teoremes per al semi
cercle. 

Per a arribar a la demostració general, suposem que 
w = f (z) és la funció que transforma el recinte g donat i de 
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les condicions esmentades, en Cw. Fonni's (fig. r3) el recinte 
G=g+ g i sigui z=c¡>(z') la funció que transforma G en 
Cz de manera que qi (o) =o i cp'(o) = a> o (~ real). Aquesta 
funci6 <p, en virtut del principi de simetría, transforma g 
en el semicercle superior g' i gen !'inferior g'. Per con
seqüent, la funci6 W=/(cp(z'})=F(z') transforma g' en h, 

Fi¡;. 13 

recinte interior a Cw. Aquesta funció F que representa 
conforme un semicercle sobre Cw és regular en g' el recinte 
del qual queda transformat en T,,, exterior a Cw. Al segment 
A'B' correspón conforme l'arc AB. Per altra part, en la 
funció z=<p(z') , a g correspón g', i a g la funci6 F fa co
rrespondre T,,; finalment a punts simetrics en g i g corres
ponen punts simetrics en g' i g' i a aquests punts con
jugats respecte de AB en el pla de la w com se volía 
demostrar . 

En els extrems A i B del segment, la representació 
no sera en general conforme. 

3. REFLEXIÓ RESPECTE o'uNA CURVA ANALÍTICA 

En una curva analítica, a valors reals d'un parametre 
t corresponen valors reals de x i y en les funcions 

x=<p(t)=a0 +a,t+a2 t•+ .... } () 
(:f. 

y=~(t)=b0 + b,t+ b,t• + .... 
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quan els coeficients són reals. Aquests valors són finits si 
t és inferior al menor dels radis de convergencia de les 
series anteriors. Suposem la curva analítica definida com 
com s'acaba de dir i admetem que, per a una certa regió 
de l'eix real en el pla t, es t é, 

q¡' (t)=l=o , f (t) =!=o; (~) 

pero com que la curva la definim en el pla de la varia ble 
z = x + i y, en lloc de (ex) podem escriure: 

z=(ao + ib0 ) + (a, +ib.)t+ (a2 +ib2)t•+ .. (n0 + ibo=f= O) 

Fig. r-1 

Si per a tots els punts del segment rectilini AB de l'eix 
dz 

x la curva és perfectament definida i en ells dt =!=o, se-

gons (~), sempre podrem imaginar un recinte al voltant 
dz 

de A'B' en que dt=t=o. En el pla z els seus corresponents 

ompliran una a.rea d'una fulla que contindra la curva 
analítica AB conesponent al segment A'B' fig. 14. Aquests 
recintes seran anomenats H= i H,. S'anomenen simetrics 
respecte de la curva AB dos punts transforrnats d'altres 
dos simetrics respecte de A'B' i continguts en H,. 

S'anomena are lliure AB de curva analítica, tot are al 
qual pot associar-se un altre tan próxim d'aquell com se 
vulgui de manera que l'area compresa entre ells pertany 
a Hz. Donat un recinte Gz~Hz i del qual l'arc AB forma 
part del contorn, el seu transformat G,~H, i t é A'B' en 
son contorn. Si G, es representa conforme en Cw, la funció 
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que transforma G. en G., és regular i transforma AB en 
un are de cercle AB en el pla w; els punts simetrics res
pecte de l 'arc de curva analítica seran evidentment punts 
conjugats respecte de AB en el pla w. 

Suposem pcr un moment que la curva AB íos un are 
de cercle . La funció z = rp (t) és aleshores linial i H, i H_. 
s'allarguen fins a incloure tot el pla respectiu . Per tant 

E1i la representació conforme de l'interior d'un recinte 
damunt l'interior d'un cercle si aquell hi té un are lliure 
circular la fmició qite efectúa la transformació és analítica i 
regular, transjormant-se per ella aquell are en itn are de 
circumferencia d'una manera continua i uniforme en tots 
els set,tS pimts, jora dels extrenis. 

Passem ara al cas general. Sigui H. un recinte qualse
vol, i z=q> (t) la funció que rectifica l'arc AB de curva 
analítica (fig. 15). Prenem damllllt A'B' en el pla de la 
variable t un petit segment de cercle. La transformada 

t 

~ 
A' ' .B' 

A 
Fig. 15 

d'aquesta a.rea en el pla z sera una a.rea tal com APB 
suposant sempre que l'arc AB de la curva donada és 
lliure. 

Si w = f(t) és la funcíó que transforma H, en !'interior 
de Cw, a l'a.rea APB correspondra una a.rea s" interior a 
Cw. Anomenem s' l'area del segment en el pla de les t, s 
l'area correspont en z. Les dues arees s ' is" es corresponen 
conformement com en el cas anterior. La funció que dona 
la correspondencia és regular, continua i conforme en el 
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segment A'B'. Per tant, la representació de H, sobre H"' 
és continua i conforme en AB al qual are fa correspondre 
l'arc de circumferencia AB en el pla w. Es pot enunciar, 
per tant, el teorema següent: 

La representació conforme damunt del cercle d'itn recinte 
el contorn del qual són ares lliures de curves analítiques és 
regular i conforme en dits ares (fóra dels extrems), i a 
tals ares corresponcn ares de la circumferencia que limita el 
cercle. 

4. M1hooE ALTERNAT D E ScHWARZ 

Té per objecte obtenir la representació conforme d'un 
recinte que resulta de la superposició d'altres dos tals 
com (1. y i {,o que tenen comú la part ~Y (fi.g. 16). Se suposa 
també que l'angle dels contorns allí on es tallen, no és 
zero. Vejam com, sabent realisar la representació conforme 

º Fig. r6 Fig. 17 

de cada un dels recintes sobre e,. es pot obtenir la del re
cinte ocupat per tots dos. En aquesta representació, les 
linies interiors {, i y seran interiors a Cw com indica la fi
gura 17. Resulta més avinent raonar sobre semiplans en 
lloc de cercles . La figura resultant sera dones com la 18. 
Les representacions donades correspondran a les figures 19 
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i 20 per exemple. Prenem aquestes darreres i anem a pas
sar mitjanc,:ant certes transformacions a la 18. 

Tracem en la figura 20 una recta s:' que formi amb W 
~ 

un angle q> = 
2

,, el qual pot ésser tan petit com se vnl-

gui si n és gran a bastament. A la recta s' correspon-

~ 
U) \ 

"' º $ O( Q 1 

Fig. r8 Fig. 19 

dra en el pla w de la fig. 19 una certa curva z fig. 21 . 

Si n és suficient, .' caura dins de la porció de pla com
presa entre W i y'. Per lo tant, s estara sencera en el 
troc; de pla compres entre ~ i y, per la co1Tespondencia 

-~;'. ___ ~\ UI 

\,,./;-
~- º g' O( Q 1 

Fig. 20 Fig. u 

conforme entre aquestes regions transformades amb
dúes conformes de l'espai ~Y comú als recintes do
nats en el pla z. Transformem ara conformement l'espai 
entre ot i E en un semipla i tracem el simetric ¡3 (fig. 22) 

de ~ respecte de s. Sigui w, la nova funció. El recinte 
entre ~ i s en el pla w1 té per corresponent en el pla w' de 
la figura 20 el recinte entre ~, i ,/. Al compres entre si í3 
correspondra en w' un recinte simetric respecte de s' del 
recinte que comprenen ~, i s'. Representant sobre el semi-
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pla el recinte entre « i ¡3, prenent el simetric de E sobre el 
límit del semipla i el seu corresponent en el pla w' que sera 
simetric respecte de la transformada de 13 i així successiva
ment s'arribara a omplir tot el semipla w'. Sigui w,. el pla 
que dóna aquesta transformació (fig. 23); transformant el 

w,. 

ce • Q E ce 

Fig. 22 Fig. 23 

recinte ex. 13' en semipla, s'obté la figura desitjada, puix 
el recinte entre la transformada de ~ i la part de l'eix 
oposada a o: té per corresponent en el pla w' el recinte 
compres entre W i 13'. 

Aquest metode importantíssim permet la representació 
conforme d'un recinte qualsevol limitat per curves analí
tiques, encara que sigui de diverses folles, puix cal només 
cobrir-lo per recintes dels quals se sapiga fer la represen
taeió conforme a guisa de teules en una eoberta. Així, 
per exemple, sigui un recinte limitat per tres ares lliures 
de curva analítica. Comen<;arem per definir en els contorns 
ares eorresponents a segments de cercle en els plans de 
les reetifieants t. Després podrem acudir a seetors i cercles 
d'una o de diverses fulles per a tapar el reeinte donat. 
Que el nombre de reeintes elementals utilisats pot pendre's 
finit, resulta del teorema de Borel (Vegis son enuneiat i 
demostració en la nota segona amb que acaba la confe
rencia 5. ª) . 






